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Abstrakt: 
 
Zna~ajne prostorne i vremenske varijacije u parametrima koje kontroli{u {irenje 
zaga|enja u podzemnim vodama (brzina podzemnog toka, disperzivnost, faktor 
retardacije…) su primarni faktor koji doprinosi visokom stepenu neodre|enosti u 
simulacijama transporta zaga|enja. Ovu vrstu neodre|enosti je te{ko 
kvantifikovati i obi~no je potrebno sprovesti intenzivne terenske radove da bi se 
do{lo do pouzdanih vrednosti ovih parametara. Druga vrsta neodre|enosti je 
numeri~kog porekla i le`i u numeri~koj aproksimaciji advektivno - dispersione 
jedna~ine (Benett, Zheng 1995). Fundamentalna pote{ko}a u re{avanju 
jedna~ine transporta zaga|enja je {to u istoj jedna~ini postoji i prvi (advekcija) i 
drugi (disperzija i molekularna difuzuzija) izvod. I pored toga {to je ovu vrstu 
neodre|enosti lak{e proceniti, njena kvantifikacija je zna~ajan proces koji se 
mo`e uraditi numeri~kim eksperimentom.  
 
Upotreba “klasi~nih” metoda kona~nih razlika ili kona~nih elemenata ograni~ena 
je Peclet-ovim i Courant-ovim brojem (Pe < 4 i Co < 1) koji kontroli{u numeri~ke 
oscilacije i numeri~ku disperziju. Ovo je ozbiljno ograni~enje posebno imaju}i u 
vidu male vrednosti vertikalne disperzivnosti kod 3D modela (Gelhar 1992). Kao 
alternativa ~esto se koristi MOC metod (metod karakteristika) jer daje najbolje 
resultate za vrednosti Peclet-ovog broja ve}e od 10, omogu}avaju}i grublju 
diskretizaciju modela kako u horizontalnom tako i u vertikalnom pravcu. Obi~no, 
ovo je razlog da se umesto kona~nih razlika ili elemenata koristi MOC metoda u 
modelima transporta zaga|enja. Medjutim, preciznost izra~unatih koncentracija je 
i dalje pod uticajem rezolucije mre`e i gruba diskretizacija mo`e uzrokovati 
zna~ajnu numeri~ku gre{ku posebno ako je broj ~estica u modelu mali. U cilju 
ispitivanja numeri~ke gre{ke re{enja MOC metode ura|ena je serija simulacija. 
 
Abstract: 
 
The significant spatial and temporal variations of parameters that control 
spreading of contaminants in groundwater (velocity of ground water, dispersivity, 
retardation factor...) are the primary factors that contribute to high level of 
uncertainty in contaminant transport modeling. This kind of uncertainty is hard to 
quantify and often requires intensive field investigation. A different type of 



uncertainty arises from numerical approximations of the advection - dispersion 
equation (Benett, Zheng 1995). The fundamental difficulty in solving transport 
governing equation is that spatial first derivative term (advection) and the spatial 
second derivative term (mechanical dispersion and molecular diffusion) co-exist in a 
same transport equation. Although this type of error is easier to assess, the 
quantification of this error is still important process that can be accomplished 
through numerical experiment. 
 
Use of “classical” finite difference or finite element methods is constrained by 
Peclet and Courant criteria (Pe < 4 i Co < 1) that control the numerical dispersion 
and artificial oscilation. This is a serious limitation, especially due to low values of 
vertical dispersivities in 3D models (Gelhar 1992). As an alternative, the MOC 
method is often used as it produces the best results if Peclet number is greater 
than 10, thereby allowing coarser discretization of the model domain, both in 
horizontal and vertical direction. Usually this is the reason to switch to MOC 
method in contaminant transport simulations. However, precision of calculated 
concentration is still affected by grid resolution and a coarse grid can cause 
significant numerical error, especially if number of particles is low. In order to 
quantify the influence of numerical parameters on the solution (MOC method), a 
series of runs were performed. 
 

UvodUvodUvodUvod    
 
Problemi karakterizacije hidrogeolo{ke sredine i odre|ivanje parametara 
transporta zaga|enja predstavljaju samo jednu vrstu problema koji se javljaju pri 
simulaciji transporta zaga|enja. Druga vrsta problema je numeri~ke prirode. 
Te{ko}e nastaju usled same forme jedna~ine jer u jednoj istoj jedna~ini, 
advektivno – disperzionoj jedna~ini (Zheng 1999), koegzistiraju i prvi i drugi izvod 
{to je uslovilo pojavu razli~itih metoda re{avanja. 
 

( ) ∑++
∂

∂
−














∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
nssi

ij

ji

i

RCqCv
xx

C
D

xt

C
θθ

θ
,

)(
.................................................(1) 

 
gde je: Θ - poroznost (-); C – koncentracija zaga|iva~a rastvorenog u vodi, ML-3; t 
– vreme, T; xi,j  - razdaljina du` kartezijanske koordinatne ose, L; Dij – tenzor 
hidrodinami~ke disperzije, L2T-1 ;  vi – brzina podzemne vode, LT

-1 ;  qs  - 
zapreminski proticaj po jedinici zapremine izdani koji reprezentuje izvor 
(pozitivan) ili ponor (negativan),  T-1 ;  Cs  - koncentracija zaga|enja u izvoru ili 
ponoru, ML-3 ; Σ Rn – suma hemijskih reakcija,  ML-3T-1 ; 
 



Kada prilikom simulacije dominira advekcija  (Pe1 > 4) dominira hiperboli~ni deo 
jedna~ine a kada je transport pod uticajem disperzije (male brzine kretanja 
podzemne vode, velike vrednosti koeficijent disperzije) jedna~ina po prirodi 
postaje parabolo~na. U poslednje ~etiri decenije razvijene su brojne numeri~ke 
metode za re{avanje advektivno–disperzione jedna~ine i one se mogu podeliti na 
Euler-ov, Lagrange-ov i me{oviti Euler – Lagrange-ov metod. U Euler-ovom 
metodu advektivno-disperziona jedna~ina se re{ava u fiksnoj mre`i (kona~ne 
razlike ili kona~ni elementi) i metod efikasno re{ava deo jedna~ine vezan za 
disperziju/hemijske reakcije ali je podlo`an gre{kama kada je advekcija 
dominantna tj. kada Pe > 4. Gre{ke se mogu eliminisati gu{}om diskretizacijom 
domena i manjim vremenskim koracima, ali po cenu vremenski dugih simulacija. 
Lagrange-ov metod re{ava advektivno-disperzionu jedna~inu u pokretnim 
kordinatama fiksne diskretizacije (random walk metod) i efikasan je za probleme 
gde dominira advekcija, ali je usled nedostatka fiksnog koordinatnog sistema 
podlo`an numeri~kim gre{kama u uslovima heterogene sredine, velikog broja 
ponora/izvora kao i za slo`ene grani~ne uslove (Bennet, Zheng 1995). Me{oviti 
Euler-Lagrange-ov metod kombinuje prednosti prethodna dva metoda i to 
koriste}i metod Lagrange-a za re{avanje advekcije (metoda pra}enja ~estice) a 
disperziju, izvore/ponore i hemijske reakcije re{ava Euler-ovom metodom. 
 
U programski paket koji je kori{ten u ovom radu, MODFLOW/MT3DMS, 
implementirani su Euler-ov i me{oviti Euler-Lagrange-ov metod koji omogu}avaju 
re{avanje {irkog spektra realnih problema. Za Euler-ov metod potrebno je 
ispunjenje uslova Pe < 4 i to zahteva gustu diskretizaciju, npr. Gelhar (1992) je 
pokazao da su vrednosti vertikalne dispersivnosti veoma male i to reda veli~ine 
0.1 - 0.01m tako da je na debljinu izdani od 30 metara potrebno staviti 300 
slojeva. Iz tog razloga u radu }e biti ispitana MOC metoda ili metoda 
karakteristike koja spada u me{oviti Euler-Lagrange-ov metod i koja se koristi za 
Pe > 10. Metoda karakteristike prvi put je primenjena u poroznoj sredini 1964. 
god. Gardner (Bear 1979)  a programski paket koji podr`ava ovu metodu i koji je 
prvi put bio dostupan {iroj stru~noj javnosti napravljen je 1978. god. (Konikow i 
Bredehoeft 1978). Za re{avanje advektivnog dela u metodi MOC, 
implementiranoj u program MT3DMS, na po~etku simulacije u poljima se 
generi{u ~estice kojima se dodeljuju koordinate i koncentracije za dato polje. U 
toku vremenskog koraka ~estice se pomeraju u skladu sa pravcem kretanja 
podzemne vode i prelaze u druga polja gde se na kraju vremenskog koraka 
njihova koncentracija osrednjava u zavisnosti od broja ~estica u polju, 
koncentracija ~estica kao i u odnosu na koncentracije sa po~etka vremenskog 
koraka. Ovako osrednjene koncentracije se pridru`uju polju i koriste se za 
ra~unanje promene koncentracije usled disperzije, izvora/ponora i hemijskih 
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reakcija. Sabiranjem koncentracija dobijenih na osnovu advekcije i ostalih 
procesa dobija se kona~na koncentracija u polju i time je zavr{en jedan 
vremenski korak. 
 
Osnovna karakteristika metode MOC je da prakti~no ne dolazi do pojave 
numeri~ke disperzije, dok se ve{ta~ke oscilacije kontroli{u Courant-ovim brojem. 
Glavni nedostaci metode su da je kompjuterski zahtevna i da mo`e dovesti do 
gre{aka u bilansu jer metoda nije bazirana na o~uvanju mase u kontrolnoj 
zapremini i to va`i naro~ito za nepravilnu geometriju izdani. 
 

Numeri~ki eksperiment Numeri~ki eksperiment Numeri~ki eksperiment Numeri~ki eksperiment     
 
Kao osnova za numeri~ki eksperiment poslu`io je 3D model prve izdani u 
Vrbasu, prognozna varijanta, iz kojeg je izvu~en lokalni model oko potencijalnog 
izvori{ta (slika 1, slika 2 i slika 3). Diskretizacija lokalnog modela je izvr{ena sa 
50x50 polja, a veli~ina polja je uniformna za ceo model i iznosi 76x92 m. 
Vertikalna diskretizacija je obuhvatila svih pet slojeva iz prethodnog modela, slika 
3. Parametri izdani2, grani~ni uslovi i nivoi podzemne vode dobijeni 
hidrodinami~kom analizom su identi~ni sa modelom prognoze na delu lokalnog 
modela (slika 1 i 2). Izvor zaga|enja konstantne koncentracije 100003 mgl-1 je 
lociran na oko 1000 metara od bunara na zapadnoj strani bunarskog polja du` 
reda 18 i to u prvom sloju, slika 2.  
 
Ovakav polo`aj izvora zaga|enja je izabran usled lak{eg prikazivanja rezultata i 
profil koji }e biti prikazan prakti~no se~e telo zaga|enja na dve jednake polovine4. 
Usvojene vrednosti disperzivnosti su slede}e: αl = 10 m, αt = 1 m, αv = 0.1 m i 
generalno odgovaraju razmeri problema. Molekularna difuzija je De = 1 x 10-8 m2s-
1. Simuliran je konstantni izvor zaga|enja u trajanju od 10000 dana (27.3 godine) 
a vrednosti Pe za sva tri pravca su slede}e : Pex  =  9.2 ; Pey  = 76 ; Pez = 60 - 
280. 
 
Ta~nost simulacije metodom karakteristika zavisi u mnogome od broja ~estica 
koje se inicijalno (i tokom simulacije) zadaju po poljima. Sa ve}im brojem ~estica 
dobija se na preciznosti ali istovremeno dolazi i do znatnog produ`enja trajanja 
simulacije.  
 

                                            
2 Osnovni sloj ima koeficijent filtracije 1.8 e-4 ms-1 a me|usloj 1e-7 ms- 
3 Ova koncentracija je zadata da bi se izbegle gre{ke zaokru`ivanja brojeva koje se mogu javiti 
ako su koncentracije male 
4 Posmatraju}i problem sa numeri~ke strane, implementacija hemijskih procesa ne predstavlja 
problem prilikom re{avanja advektivno - dispersione jedna~ine, tako da }e za potrebe ovog 
eksperimenta biti tretirano konzervativno zaga|enje koje podle`e samo procesima advekcije i 
disperzije 



 
    

Slika 1.Slika 1.Slika 1.Slika 1.  Prognozni model na osnovu kojeg je ura|en lokalni model 
 

U programskom paketu MT3DMS primenjen je dinami~ki pristup generisanja 
~estica i u zavisnosti od relativnog gradijenta koncentracije, promenjiva 
DCCELL5, i od korisnika zadatog parametra DCEPS, generi{u se razli~ite 
vrednosti broja ~estica : 
 
NPi,j,k = NPH     ako je DCCELLi,j,k > DCEPS 
NPi,j,k = NPL     ako je DCCELLi,j,k ≤ DCEPS 
 
gde je : 
 
NPi,j,k  - broj ~estica u polju modela 
NPH i NPL - broj ~estica koji se dodeljuje polju modela u zavisnosti od odnosa  

  promenjive DCCELLi,j,k i DCEPS 
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DCEPS - empirijski parametar 
 
 

 
    
    

Slika 2.Slika 2.Slika 2.Slika 2.  Povr{ina koju obuhvata lokalni model 
 
 
 

 
    

Slika 3.Slika 3.Slika 3.Slika 3.  Popre~ni presek lokalnog modela sa 5 slojeva (odnos horizontalne i 
vertikalne razmere je 1:80) 

 
 
Za dati vremenski korak vr{i se upore|enje vrednosti DCCELLi,j,k i DCEPS za 
svako polje; ukoliko je DCCELLi,j,k > DCEPS u polje se ubacuje NPH dok se za 
suprotno ubacuje NPL ~estica. Vrednost promenjive DCEPS je empirijskog 
karaktera i preporuka je da se koriste vrednosti oko 10-5 (Zheng 1999). 



Upro{}eno, ukoliko je relativni gradijent koncentracije blizak nuli i promena 
koncentracije usled advekcije je mala i u polje se ubacuje manji broj ~estica, 
NPL, dok je u suprotnom broj ~estica koje se ubacuju u polje ve}I, tj. NPH. 
 
Tako|e, prilikom eksperimenta menjane su vrednosti parametara NPMIN i 
NPMAX  koji predstavljaju “okida~e”; kada broj ~estica u polju padne ispod broja 
kojim je definisana promenjiva NPMIN u zavisnosti od vrednosti DCEPS i 
DCCELL  u polje se stavlja NPL ili NPH broj ~estica a sli~no va`i i za NPMAX 
parametar. U prvom krugu eksperimenta, drugi krug je ra|en sa pove}anom 
rezolucijom vertikalne diskretizacije, parametri su menjani na slede}i na~in: 
 
Slu~aj 1:  NPL = 0; NPH = 16; NPMIN = 2;  NPMAX = 30 
Slu~aj 2:  NPL = 0; NPH = 32; NPMIN = 4;  NPMAX = 50 
Slu~aj 3:  NPL = 4; NPH = 64; NPMIN = 8;  NPMAX = 90 
 
Vreme trajanja simulacija su slede}a: 
 
Slu~aj 1 : 24 sekunde 
Slu~aj 2 : 28 sekundi 
Slu~aj 3 : 235 sekundi 
 
Drugi krug simulacija ra|en je sa pove}anom vertikalnom diskretizacijom (umesto 
5 slojeva dodato je jos 9, ukupno 14 slojeva, slika 4) koja je u prethodnom 
modelu bila dosta gruba sa aspekta transporta simulacije. 
  
 

 
    
    

Slika 4Slika 4Slika 4Slika 4....        Presek modela sa 14 slojeva du` reda u kojem je lociran izvor zaga|enja 
 
 

Rezolucija vertikalne diskretizacije tako|e mo`e znatno da uti~e na ta~nost 
rezultata jer je za pravilno definisanje putanje ~estice koje “nose” koncentraciju 
gu{}a diskretizacija neophodna. Vrednosti Pez su smanjene na Pez = 30-60 {to 
predstavlja oblast u kojem MOC metoda generalno posti`e zadovoljavaju}e 
rezultate (Zheng 1999). Tako|e, menjan je broj ~estica u poljima modela : 



 
Slu~aj 4:  NPL = 0; NPH = 32; NPMIN = 4;  NPMAX = 50 
Slu~aj 5:  NPL = 4; NPH = 64; NPMIN = 8;  NPMAX = 90 
 
Vreme trajanja simulacija su slede}a : 
 
Slu~aj 4 : 280 sekundi 
Slu~aj 5 : 2700 sekundi 
 
Promena koncentracija po vremenu date su na slikama 5 – 9 : 
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Slika 5.  Slika 5.  Slika 5.  Slika 5.  Prikaz promene koncentracije na osmatra~kim objektima – slu~aj 1 
 



Vreme  (s)

86400 2.0E8 4.0E8 6.0E8 8.0E8

K
o

n
c
e
n
tr

a
c
ija

  
(m

g
/L

)

0
0
.1

0
.2

ow -1/Point #1/Conc001

ow -1/Point #2/Conc001

ow -2/Point #1/Conc001

ow -2/Point #2/Conc001

Time = 8.635666E8

ow -1/Point #1/Conc001 = 0.2105707

Time = 8.575172E8

ow -1/Point #2/Conc001 = 0.002649217

 
 

  Slika 6.    Slika 6.    Slika 6.    Slika 6.  Prikaz promene koncentracije na osmatra~kim objektima – slu~aj 2 
 
 

Concentration vs. Time
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SliSliSliSlika 7.  ka 7.  ka 7.  ka 7.  Prikaz promene koncentracije na osmatra~kim objektima – slu~aj 3 
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Slika 8.  Slika 8.  Slika 8.  Slika 8.  Prikaz promene koncentracije na osmatra~kim objektima – slu~aj 4 
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Slika 9.  Slika 9.  Slika 9.  Slika 9.  Prikaz promene koncentracije na osmatra~kim objektima – slu~aj 5 
 



 
Mora se napomenuti da su na svakom osmatra~kom objektu (ow-1 i ow-2, slika 
2) postojale dve ta~ke na kojima se prati nailazak zaga|enja, npr. ow-
1/Point #1/Conc001 i ow-1/Point #2/Conc001, od kojih je prva locirana u tre}em 
sloju a druga u petom sloju, tj. locirane su na sredini slojeva du` koga bunari crpe 
vodu. Vrednosti gre{ke u bilansu mase za slu~ajeve 1 – 5 date su na slikama 10 
– 14. Pra}ena su oba na~ina izra~unavanja gre{ke u bilansu tj. ALTERNATIVE i 
TOTAL IN – OUT. 

    

Analiza rezultata numeri~kog eksperimentaAnaliza rezultata numeri~kog eksperimentaAnaliza rezultata numeri~kog eksperimentaAnaliza rezultata numeri~kog eksperimenta    
 
Za prva dva slu~aja, vreme trajanja simulacije je kratko, oko 30 sekundi. 
Pove}avanjem vrednosti parametrima NPL = 4 i NPH = 64 vreme trajanja 
simulacije se znatno pove}ava, za oko 10 puta, na oko 235 sekundi. Naknadnim 
simulacijama do{lo se do zaklju~ka da parametar NPL najvi{e doprinosi 
pove}anju du`ine simulacije. Parametar NPL odre|uje pona{anje modela u zoni 
gde su relativni gradijenti koncentracije mali a parametar NPH  u zonama gde su 
relativni gradijenti koncentracije ve}i. Izjedna~avanjem ova dva parametra dobilo 
bi se uniformno raspore|ivanje ~estica po poljima u modelu {to doprinosi ta~nosti 
simulacije, pogotovu u zonama sa ni`im koncentracijama, ali po cenu znatno 
du`eg trajanja simulacije.  
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Slika 10.Slika 10.Slika 10.Slika 10.  Prikaz promene gre{ke u bilansu modela – slu~aj 1 
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Slika 11.Slika 11.Slika 11.Slika 11.  Prikaz promene gre{ke u bilansu modela – slu~aj 2 
 
 
 

Vreme [sec]

86400 2.0E8 4.0E8 6.0E8 8.0E8

G
re

s
ka

 u
 b

ila
n
s
u
 [
 %

 ]

-1
5
.1

-5
.1

4
.9

1
4
.9

TOTAL IN-OUT(%)

ALTERNATIVE

Time = 8.58253E8

ALTERNATIVE = 1.93

Time = 2.23184E8

ALTERNATIVE = 6.68

Time = 4.57671E8

ALTERNATIVE = -0.01013

 
    

Slika 12.Slika 12.Slika 12.Slika 12.  Prikaz promene gre{ke u bilansu modela – slu~aj 3 
 
 
 



Vreme [sec]

86400 2.0E8 4.0E8 6.0E8 8.0E8

G
re

s
ka

 u
 b

ila
n
s
u
 [
 %

 ]

-1
3
.7

-3
.7

6
.3

TOTAL IN-OUT(%)

ALTERNATIVE

Time = 4.24634E7

ALTERNATIVE = 1.13

Time = 2.92159E8

ALTERNATIVE = 0.04361 Time = 8.64E8

ALTERNATIVE = -1.3

    
    

Slika 13.Slika 13.Slika 13.Slika 13.  Prikaz promene gre{ke u bilansu modela – slu~aj 4 
 
 

Vreme [sec]

86400 2.0E8 4.0E8 6.0E8 8.0E8

G
re

s
ka

 u
 b

ila
n
s
u
 [
 %

 ]

-4
2
.5

-2
2
.5

-2
.5

TOTAL IN-OUT(%)

ALTERNATIVE

Time = 4.04904E8

ALTERNATIVE = -0.233

Time = 8.38972E8

ALTERNATIVE = 1.65

Time = 1.65321E8

ALTERNATIVE = 4.62

    
    

Slika 14.Slika 14.Slika 14.Slika 14.  Prikaz promene gre{ke u bilansu modela – slu~aj 5 
 

 
Upravo ova ~injenica je uslovila dinami~ki pristup genersanju ~estica po poljima 
modela. Sa pove}anjem vrednosti NPL na 4 ~estice prakti~no se u svakom polju 
minimalno generi{u 4 ~estice za razliku od prethodna dva slu~aja kada se u 
poljima sa malim relativnim gradijentom koncentracije DCCELL nisu generisale 
~estice, NPL = 0. Tako|e, pove}anje vrednosti « okida~a », NPMIN i NPMAX , 
uti~e na vreme trajanja simulacije ; model reaguje tek kada broj ~estica u polju 
pre|e 90 tj. kada broj ~estica padne ispod 8 – slu~aj 3 i tada postavlja NPL ili 
NPH  ~estica u polje.  
 



Za vreme eksperimenta pra}ena je vrednost gre{ke u bilansu koji za MOC 
metodu mo`e biti problemati~an. Metod kona~nih razlika (ili elemenata) re{ava 
jedna~inu koja je bazirana na o~uvanju mase zaga|enja u polju modela i gre{ka 
u bilansu je direktni pokazatelj gre{ke u numeri~kim operacijama (ako je bilans 
dobar ipak ne zna~i da je re{enje ta~no). Ove metode podrazumevaju da je 
gre{ka u bilansu mala (manja od 1%). U MOC metodi svakoj ~estici se dodeljuje 
koncentracija i njihovim kretanjem se simulira advektivni proces. Te koncentracije 
se na kraju svakog vremenskog koraka osrednjavaju za dato polje i izra~unate 
vrednosti se dodeljuju nodu polja na osnovu ~ega se ra~una bilans mase. Drugim 
re~ima, MOC metoda po svojoj prirodi nije zasnovana na o~uvanju mase i gre{ka 
u bilansu je generalno znatno ve}a nego kod metode kona~nih razlika. Me|utim, 
ova gre{ka nije kumulativna i najve}a je na po~etku simulacije u prvih nekoliko 
vremenskih koraka. Kao generalno pravilo mo`e se uzeti da se u prora~unu javlja 
gre{ka ukoliko gre{ka u bilansu konstantno prelazi vrednost 10 – 15 % ili ako se 
gre{ka u bilansu konstantno pove}ava ( Zheng 1999). 
 
Gre{ka u bilansu za prva tri slu~aja je generalno ispod 10 % mada i dalje 
pokazuje oscilacije. Sa pove}avanjem ~estica oscilacije se nisu prigu{ile niti se 
gre{ka bitnije smanjila. Tek sa pove}anjem broja slojeva na 14, slu~aj 4 i 5, 
oscilacije u bilansu postaju male i gre{ka se stabilizuje na oko ±2 %. Za ovaj 
slu~aj eksperiment je jasno pokazao da nije dovoljno pove}ati broj ~estica u polju 
ve} i da diskretizacija igra zna~ajnu ulogu u procentu gre{ke bilansa mase. Sa 
pove}avanjem broja slojeva distribucija ~estica po slojevima je postala znatno 
ujedna~enija {to je i prouzrokovalo znatno manje gre{ke i oscilacije u bilansu. 
 
Oscilacije u koncentraciji na osmatra~kim objektima su tako|e posledica 
aproksimacije metode. U zavisnosti od veli~ine polja ~estice moraju da pre|u 
odre|eni put pre nego pre|u u susedno polje. Ukoliko je diskretizacija gruba, tj. 
veli~ina polja velika promena u koncentraciji u susednom polju usled advekcije je 
u trenutku dok ~estice ne iza|u iz polja podcenjena a kada jedna ili vi{e ~estica 
pre|e u susedno polje uticaj advekcije je precenjen. Sa pove}anjem broja ~estica 
(u prva tri slu~aja) i pove}anjem broja slojeva primetno je peglanje krive 
koncentracije i oscilacije koncentracije su znatno manje. 
 
Koncentracije fiktivnog zaga|enja u vremenu pra}ena su na osmatra~kim 
objektima ow-1 i ow-2 (slika 2) koji su locirani na nodovima koji predstavljaju 
crpne bunare. Primetno je pove}anje koncentracije na kraju perioda simulacije sa 
pove}anjem broja ~estica i sa gu{}om vertikalnom diskretizacijom. Mora se 
napomenuti da je za sve slu~ajeve kori{}ena Runge-Kutt-a metoda za pomeranje 
~estica koja je preciznija u odnosu na drugu metodu koja je implementirana u 
program MT3DMS (Euler-ov alogritam prvog reda). Sa pove}anjem broja ~estica 
simulacija postaje preciznija jer vi{e ~estica defini{e transport zaga|enja dok se 
sa pove}anjem vertikalne diskretizacije smanjuje numeri~ka disperzija usled 
grube {ematizacije i telo zaga|enja ne tone duboko kao u slu~aju sa grubom 
{ematizacijom. Masa zaga|enja se koncentri{e na manjoj zapremini (slika 15 i 
16) {to prouzrokuje pove}anje koncentracije na osmatra~kim objektima 
(bunarima). Kao {to se mo`e videti sa slika 5 – 9 razlika u krajnjim 
koncentracijama na osmatra~kim objektima je i do 3 puta izme|u slu~aja 1 i 5. 
Sli~ni rezultati bi se dobili i sa smanjivanjem disperzivnosti. Telo zaga|enja na 



slikama 15 i 16 predstavljeno je vrednostima koncentracija od maksimalne 
vrednosti 10000 mgl-1 (bordo boja) do vrednosti 0.1 mgl-1 (tamno plava boja). 
Ono {to je zanimljivo je da se prilikom promene vertikalne diskretizacije nisu 
promenili nivoi podzemnih voda ve} samo koncentracije zaga|enja na 
osmatra~kim objektima. 
 

 
 

 
    

Slika 14Slika 14Slika 14Slika 14  Prikaz tela zaga|enja, presek du` reda 18 – slu~aj 1 
 
 

 
 

Slika 15Slika 15Slika 15Slika 15  Prikaz tela zaga|enja, presek du` reda 18 – slu~aj 5 
 

Zaklju~akZaklju~akZaklju~akZaklju~ak    
 
Postavlja se pitanje koja je od svih ovih simulacija najpreciznija? Naravno, 
pretpostavlja se da slu~aj 5 predstavlja reprezentativan slu~aj6 ali se onda samo 

                                            
6 Za ovakav slu~aj ne postoji analiti~ko re{enje 



po sebi postavlja pitanje i dokle treba i}i sa pogu{}avanjem diskretizacije i 
pove}avanjem broja ~estica. MOC metoda posti`e najbolje rezultate za Pe > 10, 
me|utim gruba diskretizacija uti~e na pojavu numeri~ke disperzije tako da se i to 
mora imati u vidu prilikom simulacije transporta zaga|enja. Tako|e, sa 
pove}anjem diskretizacije i broja ~estica dolazi do naglog pove}anja du`ine 
trajanja simulacije transporta zaga|enja tako da simulacija mo`e postati 
preduga~ka tj. neprakti~na za izvo|enje (npr. razlika u trajanju simulacije za 
slu~aj 1 i slu~aj 5 je 100 puta). Kao preporuka mo`e se usvojiti zaklju~ak da je 
prilikom svake simulacije transporta zaga}enja, bilo da se ona radi u cilju procene 
ugro`enosti objekta od potencijalnih zaga|enja ili za tariranje na osnovu 
terenskih podataka, neophodno izvr{iti numeri~ki eksperiment u cilju odre|ivanja 
optimalnih vrednosti numeri~kih parametara. U ovom radu vr{ena je analiza 
samo MOC metode, ali isto generalno va`i i za druge numeri~ke metode. Tek 
nakon izvr{enja ovog koraka treba pristupiti analizi hidrogeolo{kog sistema sa 
aspekta simulacije kretanja zaga|enja u podzemnoj vodi. Prilikom izvo|enja 
numeri~kog eksperimenta menjane su vrednosti samo onih numeri~kih 
parametara koji najvi{e uti~u na re{enje advektivno – disperzione jedna~ine. Za 
realnu simulaciju, koja se se bazira na terenskim podacima (merena 
koncentracija u osmatra~kim objektima) potrebno je menjati i druge vrednosti u 
modelu, npr. disperzivnost, koeficijent retardacije pa ~ak i revidovati model 
kretanja podzemne vode ali samo nakon ura|enog numeri~kog eksperimenta 
kroz koji je smanjena neodre|enost modela zbog numeri~kih parametara. 
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